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i j
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n

i

i=1

i

P(A A ) = 0  i,j

P(A ) > 0  i

P(A ) = 1

P(A B) > 0  i

∩ ∀

∀

∩ ∀

��

Ω

• A probabilidade condicional ( | )
i

P A B  representa a contribuição da ocorrência 

do evento B para a ocorrência do evento 
i

A . 

• A probabilidade condicional ( | )
i

P B A  representa a contribuição da ocorrência 

do evento 
i

A  para a ocorrência do evento B. 

• ( )
i

P A  é a probabilidade de ocorrência de 
i

A  independentemente da ocorrência 

do evento B. 



1 1 n n
P(B) = P(B|A )P(A ) + ... +  P(B|A )P(A )

i
i i i i

i

P(A B)
P(B|A ) = P(A B) = P(B|A )P(A )

P(A )

∩
� ∩

i
i

P(A B)
P(A |B) =  

P(B)

∩

i i
i

1 1 n n

P(B|A )P(A )
P(A |B) = 

P(B|A )P(A ) + ... +  P(B|A )P(A )
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Ω

1 n
P(B) = P(A B) +   ...   +  P(A B)∩ ∩
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1 2

1 2 1 2

i i
1

1 1 2 2

2

B: acertar o alvo; A : alta precisao; A : baixa precisao

P(B|A )=0,95; P(B|A )=0,80; P(A )=0,40 e P(A ) 0,60

P(B|A )P(A ) 0,95 0,40
P(A |B) = 0,44

P(B|A )P(A ) + P(B|A )P(A ) 0,95 0,40+0,80 0,60

P(A |B) = 

=

×
= =

× ×

� �

21-0,44 = 0,56 prevaleceu a maior quantidade de A�

Em um quartel existem 2 tipos de fuzis, A1 (de alta precisão) e A2 (de baixa
precisão), cujas avaliações de performance indicaram, respectivamente,
probabilidades de acerto de 95% e 80%. Além disso, o comandante sabe que a
maioria dos fuzis são de baixa precisão.
Uma vez que um atirador acertou o alvo, é mais provável que ele tenha usado
um fuzil do tipo A1 ou A2 ?

a) Considere que a subjetividade do comandante o levou a assumir que 40% dos fuzis 
são do tipo A1 e 60% do tipo A2.

b) Considere que novas avaliações experimentais (dados) indicaram que as
probabilidades de acerto dos fuzis do tipo A1 e A2 foram de 95% e 60%, respectivamente.

i i
1

1 1 2 2

2 1

P(B|A )P(A ) 0,95 0,40
P(A |B) = 0,51

P(B|A )P(A ) + P(B|A )P(A ) 0,95 0,40+0,60 0,60

P(A |B) = 1-0,51 = 0,49 prevaleceu a maior qualidade de A

×
= =

× ×

�
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OBS.: O principal objetivo da Estatística é fazer inferência a respeito de
parâmetros desconhecidos, e para estimar tais parâmetros é preciso dados
(observações amostrais)

- A ideia foi associar a distribuição de probabilidade do parâmetro (�) a
distribuição da v.a. X, e associar a distribuição conjunta dos dados amostrais
dado os parâmetros a distribuição condicional de Y dado X

- Substituindo os eventos A e B, respectivamente, pelas v.a. X e Y:

P(X|Y): fdp condicional de X dado Y 
P(Y|X)P(X)

P(X|Y) = P(Y|X): fdp condicional de Y dado X 
P(Y)

P(X): fdp de X e P(Y): fdp de Y  

�
�
�
�
�

i i i i
i

1 1 n n

P(B|A )P(A ) P(B|A )P(A )
P(A |B) = =

P(B) P(B|A )P(A ) + ... +  P(B|A )P(A )

P(Y|�)P(�)
P(�|Y) = 

P(Y)
2
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( , ) ( , ) ( | ) ( )
( | )

( ) ( , ) ( | ) ( )

nao depende de

P P P P
P

P P d P P d
θ θ∈Θ ∈Θ

= = =

� �
���������
�

θ θθ θθ θθ θ

θ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θ
θθθθ

θ θ θθ θ θθ θ θθ θ θ

θθθθ

y y y
y

y y y

( | ) ( )
( | )

( )

P Y X P X
P X Y

P Y
=

θ y ˆ:

:

vetor de parametros

vetor de observaçoes
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θθθθ

( | ) ( | ) ( )P P P∝θ θ θθ θ θθ θ θθ θ θy y
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1 2 1 2

1

( , ,..., | ) ( | ) ( | )... ( | )

( | ) ( | )

n n

n

i

i

P y y y P y P y P y

P P y
=

=

= ∏y

θ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θθ θ θ θ

θ θθ θθ θθ θ

Assume-se: | ~ ( )
iid

i
y Dθ θθ θθ θθ θ , sendo yi uma observação amostral que segue uma distribuição 

de probabilidade D com conjunto de parâmetros θθθθ  e f.d.p. (caso contínuo) ou f.p. (caso 

discreto) dada por P(yi|�). 
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( | ) (1 )

( | ) ( | ) (1 ) (1 )
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P y p p p
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= =

= −
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exp( )
( | )
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exp( ) exp( )
( | ) ( | )
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22 2 2
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1

, 1, 2,..., ,

| , , ~ (0, ) | , , ~ ( , )

1 1
( | , , ) exp ( )

22

1
( | , , ) (2 ) exp ( )

2

i i i

i i i

n

i i

i

n n

i i

i

y a bx e i n

e a b N y a b N a bx

P a b y a bx

P a b y a bx

σ σ σ σ

σ
σπσ

σ πσ
σ

=

−

=

= + + =
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Observação: Uma maneira de se obter a distribuição a priori é por meio de meta-análise 

(utilizando estudos anteriores). Considerando um parâmetro θ  qualquer: 

Referências 
* θ  

1 
1

θ  

2 
2

θ  

... ... 

N 
N

θ  

* Estudos semelhantes ao realizado pelo pesquisador. 

 

O objetivo é plotar um histograma verificando qual a distribuição formada pelos 

'sθ e assumi-la como sendo a distribuição a priori de θ . 
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( | ) ( | ) ( )P P Pθ θ θ∝

( | ) ( | ) ( | )P P Pθ θ θ∝

1ª análise:

2ª análise:
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θθθθ

�̂ = media, moda ou media

�̂

inf 0,025
�̂ �=

sup 0,975
�̂ �=
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Assumindo: ~ ( )
i

y Poisson λ  e ~ ( , )Gama a bλ . 

Função de verossimilhança: 

1

1

1

1

( | ) ( | )

!

n

ni

i i

i

y
nn y

n

i n
i

i

i

e
P y P y e

y

λ
λλ

λ λ λ
=

=

−
−

=

=

�
�

= = ∝∏
∏

 

Distribuição a priori: 

1 1( )
( )

a

a b a bb
P e e

a

λ λλ λ λ− − − −= ∝
Γ

. 

Portanto, a distribuição a posteriori é dada por: ( | ) ( | ) ( )P y P y Pλ λ λ∝  

1 1 1

1 ( ) 1
1 ( )( | )      

n n n

i i i

i i i

y y a y a
n a b n b n bP y e e e eλ λ λ λ λλ λ λ λ λ= = =

+ − + −
− − − − − − +

� � �
∝ ∝ ∝  

Tome 
*

1

n

i

i

a y a
=

= +�  e 
*b n b= + ,  

* *1( | ) a bP y e λλ λ − −∝ => Núcleo da f.d.p. Gamma: 

* *| ~ ( , )y Gama a bλ        ou  
1

| ~ ( , )
n

i
i

y Gamma y a n bλ
=

+ +� . 

&���+�
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���!�
!�

./��

�1

• Qual é o estimador bayesiano? 

Se ~ ( , ) ( )
a

X Gama a b E X
b

→ = . 

Desta forma, 

*

1

*
( | )

n

i

i

y a
a

E y
b n b

λ =

+

= =
+

�
. 



:��1�!��7���	��	��
�	�	��$���-"	�	�2����	

� quando dois ou mais parâmetros precisam ser estimados.

~ ( )
i

y D θθθθ , sendo 'θ θ1 2= [  , ]θθθθ  e ( )
i

P y  a f.d.p. de ( )D θθθθ . 

 
1

( | ) ( )
n

i

i

P P y
=

= ∏θθθθy  é a função de verossimilhança 

 
1

( )P θ  é dist. a priori do parâmetro 
1

θ . 

 
2

( )P θ  a dist. priori do parâmetro 
2

θ . 

 Assim, a distribuição a posteriori é dada por: 

 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( | , ) ( , )
( , | ) ( | , ) ( ) ( )

( )

P P
P P P P

P

θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ= ∝

y
y y

y
, 

 em que 
1 2 1 2 1 2

( ) ( | , ) ( ) ( )P P P P d dθ θθ θ θ θ= � �y y . 

Distribuição conjunta a posteriori �2



Distribuição conjunta a posteriori é multi-dimensional

Ex. Situação envolvendo 2 parâmetros (�1 e �2)

�1
�2

1 2
( , | )P θ θ y

• Como obter o estimador bayesiano de 
1

θ ? 

Distribuição marginal a posteriori 
1

θ : 
1 1 2 2

( | ) ( , | )P P dθ θ θ θ= �y y

• Como obter o estimador bayesiano de 2
θ ? 

Distribuição marginal a posteriori 
2

θ : 
2 1 2 1

( | ) ( , | )P P dθ θ θ θ= �y y

1�̂

1
(

|
)

P
θ

y
2�̂

2
(

|
)

P
θ

y

��



Generalizando para p parâmetros obtém-se:

Função de Verossimilhança: 
1 2

( | , ,..., )
p

P θ θ θy . 

Distribuições a priori: 
1 2

( ), ( ),..., ( )
p

P P Pθ θ θ . 

Distribuição conjunta a posteriori:  

1 2 1 2 1 2
( , ,..., | ) ( | , ,..., ) ( ) ( )... ( )

p p p
P P P P Pθ θ θ θ θ θ θ θ θ∝y y . 

Inferência Marginal (Distribuições marginais a posteriori): 

Marginal de 
1

θ : 
1 1 2 2

( | ) ... ( , ,..., | ) ..
p p

P P d dθ θ θ θ θ θ= � � �y y . 

Marginal de 
2θ :

2 1 2 1
( | ) ... ( , ,..., | ) ..

p p
P P d dθ θ θ θ θ θ= � � �y y . 

�  

Marginal de 
p

θ :
1 2 1 2 1

( | ) ... ( , ,..., | ) ..
p p p

P P d d dθ θ θ θ θ θ θ −= � � �y y

Problema: na maioria das vezes é impossível obter solução analítica
��



Motivação: exemplo análise bayesiana de uma regressão LASSO, com m=60000 SNPs em GWS

�
2 2

e
2

i i

m
2 2 2 2 2 2 2

e e i i e i e

i=1 1
priori �verossimilhanca priori �

priori a priori �

P( , ,�,� | ) P( | , ,�,� ) P(a | � , � ) P(� | � )P( � ) P( � )
m

i
Posteriori

=

∝ ∏ ∏a � y y a �
������� ������� ���

������������

• Distribuição a posteriori (Teorema de Bayes): P(�|Y) ��P(Y|�)P(�) 

( )

( )

( )

( )

2m2 m 1 e

2m1 m 1 e

2m1 m-1 1 e

m 2

2

1 e a a � � � �

2

2 e a a3 a � � � �

2

m e a a2 a � � � �

2

1 e a1 a � �

P a | P( , ,�,� | ) d d d d d d

P a | P( , ,�,� | ) d d d d d d d

P a | P( , ,�,� | ) d d d d d d d

P � | P( , ,�,� | ) d d d d

∝

∝

∝

∝

� � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � �

y a � y

y a � y

y a � y

y a � y

� � � �

� � � �

�

� � � �

� � � �

( )

( )

( )

( )

2m
e

2mm 2 e

2m-1m 1 e
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� A técnica de gerar valores de uma distribuição de probabilidade é chamada de

simulação Monte Carlo, e quando tais valores são gerados sob um processo (cadeia)

de Markov, tem-se o MCMC.

� Em inferência Bayesiana, métodos MCMC visam gerar valores aleatórios das

distribuições marginais a posteriori, de forma que após a geração de uma grande

quantidade destes valores (se N-> infinito), pode-se assumir que se conhece tais

distribuições (evita a resolução das integrais múltiplas relatada anteriormente)

� Estes valores das dist. marginais a posteriori são gerados indiretamente por meio

de uma nova classe de distribuição, denominada distribuição condicional

completa a posteriori – D.C.C.P. (serão vistas detalhadamente)

�Para obter a D.C.C.P. de um certo parâmetro, basta simplesmente assumir que

todos os outros parâmetros são constantes na distribuição conjunta a posteriori
�@



� Distribuição condicional completa a posteriori – D.C.C.P

� � �
1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

Dist a priori de Dist a priori de Dist a priori de Dist conjunta a posteriori Fun. Verossimilhanca

( , , | ) ( | , , ) ( )  ( )  ( )P P P P P

θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ∝
������� �������

y y

• D.C.C.P. para �1

1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

 

( ) ( ) 

apenas termos que contenham 

( | , , ) ( | , , ) ( )              ( | , , ) ( )P PP P P P Pθ θ

θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ∝ ∝
���������

y y y

• D.C.C.P. para �2

2

2 1 3 1 2 3 2 1 3 1 2 3 2

 

( ) ( ) 

apenas termos que contenham 

( | , , ) ( | , , ) ( )              ( | , , ) ( )P PP P P P Pθ θ

θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ∝ ∝
���������

y y y

• D.C.C.P. para �3

3

3 1 2 1 2 3 3 1 2 1 2 3 3

 

( ) ( ) 

apenas termos que contenham 

( | , , ) ( | , , ) ( )              ( | , , ) ( )P PP P P P Pθ θ

θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ∝ ∝
���������

y y y

Têm-se o produto da

função de veros. pela

dist. a priori de cada um

dos parâmetros!

Este produto resulta na

f.d.p. de uma dist. de

prob. conhecida?

Se a D.C.C.P. de um certo parâmetro permitir identificar o núcleo (forma básica) de uma dist conhecida 
pode-se utilizar o algoritmo Gibbs sampler, caso contrário, deve-se optar por um algoritmo mais 
camplexo, como o Metropolis-Hastings

Esta identificação constitui a parte mais trabalhosa de uma análise bayesiana: requer um grande
conhecimento de distribuições de probabilidade e de recursos matemáticos (completamento de
quadrados, leis de integração e de derivação, propriedades de funções)

 B



� 5.1 Algoritmo Gibbs Sampler:
Utilizado quando se tem uma D.C.C.P cujo núcleo pode ser identificado como sendo 

o núcleo da f.d.p. de uma dist de prob. conhecida
Notação: �i

(k) (parâmetro i, i=1,2,…,p, na iteração k, k=1,2,…,N). OBS. t=0 repersenta valores iniciais

Gera-se θ1
(1) de P(θ1|θ2

(0), θ3
(0), ... , θp

(0), Y)

Gera-se θ2
(1) de P(θ2|θ1

(1), θ3
(0), ... , θp

(0), Y)

Gera-se θp
(1) de P(θp|θ1

(1), θ2
(1), ... , θp-1

(1), Y)

.

.

.

D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �2

.

.

.

D.C.C.P. de �p

Iteração 1

Gera-se θ1
(2) de P(θ1|θ2

(1), θ3
(1), ... , θp

(1), Y)

Gera-se θ2
(2) de P(θ2|θ1

(2), θ3
(1), ... , θp

(1), Y)

Gera-se θp
(2) de P(θp|θ1

(2), θ2
(2), ... , θp-1

(2), Y)

.

.

.

D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �2

.

.

.

D.C.C.P. de �p

Iteração 2

�

)

D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �2

.

.

.

D.C.C.P. de �p

Gera-se θ1
(N) de P(θ1|θ2

(N-1), θ3
(N-1), ..., θp

(N-1), Y)

Gera-se θ2
(N) de P(θ2|θ1

(N), θ3
(N-1), ..., θp

(N-1), Y)

Gera-se θp
(N) de P(θp|θ1

(N), θ2
(N), ..., θp-1

(N), Y)

Iteração N

�

OBS.:
Valores gerados 
diretamente por meio 
de dist. conhecidas 
(simulação Monte 
Carlo)

 �



� Algoritmo Gibbs Sampler:
Ao final do processo (quando k=N), o tem-se a seguinte estrutura de valores gerados:

1���	%&� '� '� @ '"

� :�
4�5 : 

4�5
K :�

4�5

 :�
4 5 : 

4 5
K :�

4 5

� � � � �

� � � � �

� � � � �

L :�
4L5 : 

4L5
K :�

4L5

OBS. Em cada coluna, tem-se
um conjunto de valores
gerados (cadeia) para cada
um dos parâmetros (�i)

�1

1�̂

1
(

|
)

P
θ

y

Iterações

Se N →∞

Dist. marginal a 
posteriori de �1

OBS. Trata-se de um algoritmo iterativo, portanto faz-se necessário verificar a
sua convergência (avaliar se realmente N tende ao infinito, se as amostras
são independentes e se a cadeia de markov está em equilíbrio)

  



� 5.2 Algoritmo Metropolis-Hastings:

• Utilizado quando se tem uma D.C.C.P cujo núcleo NÃO pode ser identificado como sendo o

núcleo da f.d.p. de uma dist de prob. Conhecida

• O algoritmo baseia-se então na utilização de uma distribuição CANDIDATA para gerar valores

das D.C.C.P , portanto tem-se um processo de geração de valores das D.C.C.P indiretamente por

meio de distribuições candidatas

Gibbs Sampler

Gera-se θ1
(1) de P(θ1|θ2

(0), θ3
(0), ... , θp

(0), Y)
D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �

Gera-se θ1
(2) de P(θ1|θ2

(1), θ3
(1), ... , θp

(1), Y)
D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �
� D.C.C.P. de �1

D.C.C.P. de �
Gera-se θ1

(N) de P(θ1|θ2
(N-1), θ3

(N-1), ..., θp
(N-1), Y)

OBS.:
Valores gerados diretamente por 
meio de dist. conhecidas 
(simulação Monte Carlo)

Metropolis-Hastings

Gera-se θ1
(k) de uma dist candidata, testa-se se o valor gerado pode ser considerado uma amostra D.C.C.P

• se sim: considera-se θ1
(k) como sendo o valor gerado para θ1 na iteração k

• se não: considera-se θ1
(k) = θ1

(k-1) (ou seja, o valor gerado no iteração k é o mesmo valor da iteração anterior)

Faz-se o mesmo para cada parâmetro!!! OBS.:
Valores gerados indiretamente 
por meio de dist. Candidatas 
(simulação Monte Carlo)

 �



� Algoritmo Metropolis-Hastings:

(k) (k) (k)

(k) (k) (k)

 Se � u  aceita-se �  (pertence a dist alvo)

 Se � < u  nao aceita-se �  (gera-se um novo valor)

• ≥

• �

Alvo (D.C.C.P): não se caracteriza como uma dist de prob conhecida
Candidata

(k)
(k)

(k-1)

ˆP(� | , demais parametros)
� =min 1,

ˆP(� | , demais parametros)

� �
� �
� �

y

y

Densidade da D.C.C.P de � ao substituir o 
valor de � pelo valor gerado na iter k (atual)

Densidade da D.C.C.P de � ao substituir o valor 
de � pelo valor gerado na iter k-1 (anterior)

(k)u  ~ U[0,1]

Iterações

�
Se N →∞

Dist. marginal a 
posteriori de �

01



� 5.3 Verificação da convergência: algoritmos MCMC

são algoritmos iterativos, sendo necessário avaliar a convergência

- Número de iterações

-“Bur-in” (eliminação das primeiras iterações)

- “Thin” (intervalo de amostragem)

Critérios: Geweke (1992), Gelman e Rubin (1992), Raftery-Lewis (1992b) e

Heidelberg e Welch (1983)

1- aplicar Raftery e Lewis em uma amostra piloto e determinar o tamanho ideal

2 - monitorar a convergência pelos critérios de Raftery e Lewis, Gelman e Rubin
(cadeias múltiplas!!!), Geweke e Heidelberger e Welch.

Protocolo de avaliação: combinação de vários métodos (Nogueira, 2004)

( )

( )

Convergence Diagnosis and Output Analysis

Bayesian Output Analysis 

��
�
��

Coda
Software R

BOA
02



� Principais referências sobre algoritmos MCMC

Casella, G.; George, E. (1992) Explaining the Gibbs sampler.
The American Statistician 46 (3): 167–174. doi:10.2307/2685208

Chib, S.; Greenberg, E. (1995) Understanding the Metropolis-Hastings Algorithm. 
The American Statistician 49 (4): 327– 335. doi: 10.2307/2684568

Smith, B.J. (2007) boa: An R Package for MCMC Output Convergence
Assessment and Posterior Inference. Journal of Statistical Software, v.21, Issue 11

Gamerman, D.; Lopes, H.F. 2006 Markov Chain Monte 
Carlo: Stochastic Simulation for Bayesian Inference.
Second Edition. Chapman & Hall/CRC. 
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2 2,   ~ (0, ) ~ ( , )
iid iid

i i i i i iy a bx e e N y N a bxσ σ= + + → +

( ) ( )
2

22

1 1
exp

22
i i i

p y y a bx
σπσ

� �
= − − +� 	� �
 �

� �

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

2
11

1
| , , exp

2

nn n

i i i

ii

p a b p y y a bxσ σ
σ

−

==

� �
= ∝ − − +� 	� �
 �

� �
�∏y Função  de verosimilhança

2 2 2

1 2 1 2 1 2~ [ , ],      b ~ [ , ],      ~ [ , ]a U a a U b b Uσ σ σ
Dist. a priori não informativas
(Dist uniforme: constantes)

( ) ( ) ( )2 2 2 2, , | | , , ( ) ( ) ( ) | , ,p a b p a b p a p b p p a bσ σ σ σ∝ ∝y y y Teorema de Bayes

( ) ( ) ( )
22 2 2

2
1

1
, , | exp

2

n n

i i

i

p a b y a bxσ σ
σ

−

=

� �
∝ − − +� 	� �
 �

� �
�y

� Dist. conjunta a posteriori

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 22

2
1

1
, , | exp 2

2

n n

i i i i

i

p a b y y a bx a bxσ σ
σ

−

=

� �� 	∝ − − + + +� �
 �� �
�y

0�
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( ) ( )2 2 2 2 2 22
2

1

1
, , | exp 2 2 2

2

n n

i i i i i i

i

p a b y y a by x a abx b xσ σ
σ

−

=

� �
� 	∝ − − − + + +� �
 �

� �
�y

( ) ( )2 2 2 2 2 22
2

1 1 1 1 1

1
, , | exp 2 2 2

2

n n n n n n

i i i i i i

i i i i i

p a b y a y b y x na ab x b xσ σ
σ

−

= = = = =

� �� 	
∝ − − − + + +� �� 



 �� �
� � � � �y

( )2 2 2

2 2
1 1 1 1

1 1
| , , exp 2 2 exp 2

2 2

n n n n

i i i i

i i i i

n
p a b a y na ab x na a y b x

n
σ

σ σ= = = =

� �� � � 	� 	 � �� �
∝ − − + + ∝ − − −� � � �� 
� �� 



 � � �� �� � 
 �� �
� � � �y

( ) 1 12 2

2

1
| , , exp 2

2

n n

i i

i i

y b x

p a b n a a
n

σ
σ

= =

� �� 	� �
−� �� 
� �

� �� �� 
∝ − −� �
� 
� �
� 
� �
 �� �

� �
y

� D.C.C.P. para a

( ) ( )2 2 2 2 2 22
2

1 1 1 1 1

1
, , exp 2 2 2

2

n n n n n n

i i i i i i

i i i i i

p a b | y a y b y x na ab x b xσ σ
σ

−

= = = = =

� �� 	
∝ − − − + + +� �� 



 �� �
� � � � �y

K
( )

22 2 2 2
2a ak k k a k k− + − = − −

( )

2

2
2 *1 1

2*
2

1 1
| , , exp exp

1 2
2

n n

i i

i i
a

a

y b x

p a b a a
n

n

σ µ
σ

σ

= =

� �� 	� �
� �−� 
� � � �� �� 
� � � 	∝ − − ∝ − −� � � �
 �� 
� � � �� �

� �� 
� �� �
 �� �

� �
y

µa*

�2
a* 2 * 2*

| , , a aa b ~ N( , )σ µ σy

Gibbs ou MH?
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� D.C.C.P. para b

( ) ( )2 2 2 2 2 22
2

1 1 1 1 1

1
, , exp 2 2 2

2

n n n n n n

i i i i i i

i i i i i

p a b | y a y b y x na ab x b xσ σ
σ

−

= = = = =

� �� 	
∝ − − − + + +� �� 



 �� �
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( )2 2 2

2
1 1 1

1
| , , exp 2 2

2

n n n

i i i i

i i i

p b a b y x ab x b xσ
σ = = =

� �� 	
∝ − − + +� �� 



 �� �
� � �y

( )2 2 2

2
1 1 1

1
| , , exp 2

2

n n n

i i i i

i i i

p b a b x b y x a xσ
σ = = =

� �� 	� �� �
∝ − − −� �� 
� �

� �� �
 �� �
� � �y

����
2 2 2 2

2

2

2w w bkw w w
k b b k k

k k k k k

� � � �
− − = − + −� � � �

� � � �
K w

( )
2 2

2

22

1 1
| , , exp exp

22

w w
p b a k b k b

k k

k

σ
σσ

� �
� �� �� � � �� 	 � 	

∝ − − ∝ − −� � � �� 
 � 

 � 
 �� � � �� �
� �� �

y ����
22 2

1 1 1
.
1 22 2

k

k k

σσ σ
= =

�2
b* µb*

( )
2

2 *

2*

1
| , , exp

2
b

b

p b a aσ µ
σ

� �
� 	∝ − −� �
 �

� �
y

2 * 2*
| , , b bb a ~ N( , )σ µ σy

Gibbs ou MH?

0=



� D.C.C.P. para �2

( ) ( ) ( )
22 2 2

2
1

1
, , exp

2

n n

i i

i

p a b| y a bxσ σ
σ

−

=

� �
∝ − − +� 	� �
 �

� �
�y

( ) ( )
( )

2

2 2 12
2

1
| , , exp

2

n

n i i

i

y a bx

p a bσ σ
σ

−
=

� �
− +� 	
 �� �� �

∝ −� �
� �
� �� �

�
y

�*

�*

( ) ( )2 2

2

1
| , , exp *

�* + 1
p a bσ σ β

σ

� �
∝ −� �

� �
y

2 * *| , ,a b ~ GI( , )σ α βy

Gibbs ou MH?

OBS.: para todos os
parâmetros tem-se
D.C.C.P. conhecidas,
portanto, deve-se
utilizar o algoritmo
Gibbs Sampler
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� Algoritmo Gibbs Sampler

2
2 * 2* 1 1| , , ,

n n

i i

i i
a a

y b x

a b ~ N( , ) ~ N
n n

σ
σ µ σ = =

� �
−� �

� �
� �
� �
� �

� �
y

2
1 12 * 2*

2 2

1 1

| , , ,

n n

i i i

i i

b b n n

i i

i i

y x a x

b a ~ N( , ) ~ N

x x

σ
σ µ σ = =

= =

� �� �
−� �� �

� �� �
� �
� �
� �

� �

� �
y

( )
2

2 * * 1n
| , ,  + 1

2 2

n

i i

i

y a bx

a b ~ GI( , ) ~ GIσ α β =

� �
− +� 	� �
 �

� �
� �
� �
� �

�
y

OBS.:
Notar dependência
entre os parâmetros!
Ao gerar valores
aleatórios destas
distribuições tem-se
um processo iterativo
de atualização
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2(0)
(1) (0) 2(0) 1 1| , , ,

n n

i i

i i

y b x

a b ~ N
n n

σ
σ = =

� �
−� �

� �
� �
� �
� �

� �
y

(1)

2(0)
1 1(1) (1) 2(0)

2 2

1 1

| , , ,

n n

i i i

i i

n n

i i

i i

y x a x

b a ~ N

x x

σ
σ = =

= =

� �� �
−� �� �

� �� �
� �
� �
� �

� �

� �
y

( )
2

(1) (1)

2(1) (1) (1) 1n
| , ,  + 1,

2 2

n

i i

i

y a b x

a b ~ GIσ =

� �� 	− +� �
 �
� �
� �
� �
� �

�
y

� Algoritmo Gibbs Sampler

(1)

2(1)
(2) (1) 2(1) 1 1| , , ,

n n

i i

i i

y b x

a b ~ N
n n

σ
σ = =

� �
−� �

� �
� �
� �
� �

� �
y

(2)

2(1)
1 1(2) (2) 2(1)

2 2

1 1

| , , ,

n n

i i i

i i

n n

i i

i i

y x a x

b a ~ N

x x

σ
σ = =

= =

� �� �
−� �� �

� �� �
� �
� �
� �

� �

� �
y

( )
2

(2) (2)

2(2) (2) (2) 1n
| , ,  + 1,

2 2

n

i i

i

y a b x

a b ~ GIσ =

� �� 	− +� �
 �
� �
� �
� �
� �

�
y

1o Iteração 2o Iteração

ko Iteração
( 1)

2( 1)
( ) ( 1) 2( 1) 1 1| , , ,

n n
k

ki i
k k k i i

y b x

a b ~ N
n n

σ
σ

−
−

− − = =

� �
−� �

� �
� �
� �
� �

� �
y

( )

2( 1)
1 1( ) ( ) 2( 1)

2 2

1 1

| , , ,

n n
k

i i i k
i ik k k

n n

i i

i i

y x a x

b a ~ N

x x

σ
σ

−
= =−

= =

� �� �
−� �� �

� �� �
� �
� �
� �

� �

� �
y

( )
2

( ) ( )

2( ) ( ) ( ) 1n
| , ,  + 1,

2 2

n
k k

i i
k k k i

y a b x

a b ~ GIσ =

� �� 	− +� �
 �
� �
� �
� �
� �

�
y

. . .
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� Algoritmo Gibbs Sampler

a

1

Iterações

Dist. marginal a 
posteriori de a 

b

1
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â

b̂

2σ̂ �0



x=seq(10,100,5) 

n=length(x) #número de observações 

set.seed(12345) #fixando semente aleatória 

y=15 + 2.5*x + rnorm(n,0,sqrt(10)) 
  

#componentes das DCCP 
  

soma_y=sum(y) 

soma_x=sum(x) 

soma_x2=sum(x^2) 

soma_xy=sum(x*y) 
  

#Gibbs sampler 
  

Niter=50000 #número de iterações 
  

a=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de a 

b=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de b 

sig2=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de sig2 

mu_star_a=matrix(0,Niter,1) #media da DCCP normal para a 

var_star_a=matrix(0,Niter,1) #var da DCCP normal para a 

mu_star_b=matrix(0,Niter,1) #media da DCCP normal para b 

var_star_b=matrix(0,Niter,1) #var da DCCP normal para b 

alfa_star=matrix(0,Niter,1) #alfa da DCCP gama inv para sig2 

beta_star=matrix(0,Niter,1) #beta da DCCP gama inv para sig2 

  



for(i in 1:1) #valores iniciais para os parâmetros 

{ 

a[i]=10 

b[i]=5 

sig2[i]=20 

} 

for(i in 2:Niter) 

{ 

#cond completa posteriori de a (algoritmo GS) 

mu_star_a[i]=(soma_y-b[i-1]*soma_x)/n 

var_star_a[i]=sig2[i-1]/n 

a[i]=rnorm(1,mu_star_a[i],sqrt(var_star_a[i])) 

  

#cond completa posteriori de b (algoritmo GS) 

mu_star_b[i]=(soma_xy-a[i]*soma_x)/soma_x2 

var_star_b[i]=sig2[i-1]/soma_x2 

b[i]=rnorm(1,mu_star_b[i],sqrt(var_star_b[i])) 

  

#cond completa posteriori de sig2 (algoritmo GS) 

alfa_star[i]= (n/2) +1 

beta_star[i]= sum( (y-(a[i]+b[i]*x))^2 )/2 

library(MCMCpack) # função de geração de valores aleatórios da gama inversa 

sig2[i]=rinvgamma(1,alfa_star[i],beta_star[i]) 

} 

result=cbind(a,b,sig2) 

 colnames(result)=c("a","b","sig2")         #usar pacote boa para inferência  


