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1. Teorema de Bayes (a nivel de eventos)

Origem: Publicacdao péstuma em 1763 — Thomas Bayes
“An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances”

OBS.: Inicialmente aplicado para calcular probabilidades de ocorréncia de eventos sujeitos as
seguintes condicdes:

P(A,NA,)=0V i
P(A)>0V i

ZHLP(Ai)=1

P(A.NB)>0V1

e A probabilidade condicional P(A. | B) representa a contribui¢do da ocorréncia
do evento B para a ocorréncia do evento A, .

e A probabilidade condicional P(B|A.) representa a contribui¢do da ocorréncia
do evento A, para a ocorréncia do evento B.

e P(A) ¢é aprobabilidade de ocorréncia de A, independentemente da ocorréncia

do evento B.



P(B) =\P(AlmB)‘+ +\P(Ant)J

PBIA.) =

P(B) = P(BIA,)P(A,) + ... + P(BIA )P(A )

OBS.: Teorema da Prb. Condicional

P(A. NB)
P(A,)

— P(A. "B) = P(BIA,)P(A.)

» Teorema da Prob. Total

P(A NB)— Teorema da Prb. Condicional

P(A.IB) =
P(B) —> Teorema da Prob. Total
Teorema de Bayes
P(BIA.)P(A.
P(A.IB) = ( JP(A)

P(BIA,)P(A,) + ...+ P(BIA )P(A )




Em um quartel existem 2 tipos de fuzis, A, (de alta precisao) e A, (de baixa
precisao), cujas avaliacoes de performance indicaram, respectivamente,
probabilidades de acerto de 95% e 80%. Além disso, 0 comandante sabe que a
maioria dos fuzis sao de baixa precisao.

Uma vez que um atirador acertou o alvo, é mais provavel que ele tenha usado
um fuzil do tipo A, 0uA,?

a) Considere que a subjetividade do comandante o levou a assumir que 40% dos fuzis
sao do tipo A, e 60% do tipo A,
B: acertar o alvo; A, :alta precisao; A, : baixa precisao
P(BIA,)=0,95; P(BIA,)=0,80; P(A,)=0,40 e P(A,) = 0,60
B P(BIA,)P(A)) B 0,95%x0,40 B
~ P(BIA)P(A,) + P(BIA,)P(A,) 0,95%0,40+0,80%x0,60
P(A,IB) = 1-0,44 = 0,56 = prevaleceu a maior quantidade de A,

P(A,IB) 0,44

b) Considere que novas avaliacoes experimentais (dados) indicaram que as
probabilidades de acerto dos fuzis do tipo A, e A, foram de 95% e 60%, respectivamente.
3 P(BIA,)P(A,) _ 0,95x%0,40 _
P(BIA,)P(A,) + P(BIA,)P(A,) 0,95x0,40+0,60x0,60
P(A,IB) = 1-0,51 = 0,49 = prevaleceu a maior qualidade de A,

P(A,IB) 0,51



2. Teorema de Bayes (a nivel de variaveis aleatorias)

[P(AiIB) -

P(BIAP(A) _ P(BIA,P(A) ]

P(B)

" P(BIA)P(A) + ... + P(BIA )P(A )

- Substituindo os eventos A e B, respectivamente, pelas v.a. X e Y:

g VIXIP(X (P(XIY): fdp condicional de X dado Y\
P(XIY) = P P(ﬁ)()( ) 1 P(YIX): fdp condicional de Y dado X
L P(X): fdpde X e P(Y): fdp de Y

J

OBS.: O principal objetivo da Estatistica é fazer inferéncia a respeito de
parametros desconhecidos, e para estimar tais parametros é preciso dados

(observacoes amostrais)

- A ideia foi associar a distribuicao de probabilidade do parametro (8) a
distribuicao da v.a. X, e associar a distribuicao conjunta dos dados amostrais

dado os parametros a distribuicao condicional de Y dado X

POIY) =

P(YI0)P(0)
P(Y)




Teorema de Bayes definido em termos de densidades de probabilidade
PY I X)P(X
P(X1Y)= (Y1 X)P(X)
|| P(Y)

6 Yy {H . vetor de parametros

y :vetor de observagoes

P yy=L00_ PG.0) _  POIOP®)
P(y) [ P(y.0)d, | P(yl6)P(6)d,
\néio depevnde de 6?

P(81y)o< P(y|8)P(O)]
/ 1 <

Distribuicao Distribuicdo conjunta dos dados dado os
a posterioride ®  parametros: fun¢ao de verossimilhanca a priori de 6,

Distribuicao



2.1. Fungdo de verossimilhanga: P(y|8)

E a distribuicdo conjunta dos dados amostrais (y,, ¥,,..., ¥,) condicional aos pardmetros.

iid
Assume-se: y, | @~ D(8), sendo y; uma observagdo amostral que segue uma distribuicio

de probabilidade D com conjunto de parimetros @ e f.d.p. (caso continuo) ou f.p. (caso

discreto) dada por P(y;10).
N\ J

OBS.: Sendo x e y duas v.a. independentes, a distribuicao conjunta das mesmas é dada por:

P(xy)=P(x)P(y)

Dist. Prob. Conjunta das observagdoes amostrais (assumindo-se iid) dado os parametros:

4 )

P(y,,y,,.-y, 18)=P(y, | 6?)\P(y2 | 6?).,..P(yn 1 6)
n |

P(yl@)= HP(yl. |@)  f.d.p.oufp.deD(6)
i=1

\_ ' Y,




2.1. Fungdo de verossimilhanga: P(y|8)

» Exemplo 1: Se y,, y,,...,Y,, S30 amostras aleatdrias, em que y,~ Bernoulli (p)

P(y, | p)=pi(1-p)™

! g > ]
p(ylp)=HP(y,~|p)=H[py’(1—p)1y’]=£9” d=p) ~ ]

» Exemplo 2: Sey,, y,,...,y,, S30 amostras aleatdrias, em que y,~ Poisson (A)

exp(—A)A”
Y, !

P(yil/l):

Pyl =[P 1D = -

i=1

ﬁ { exp(—A)A” } _ exp(—nﬂ)ﬂ;yi




2.1. Fungdo de verossimilhanga: P(y|8)

»Exemplo 3: Sey,, v,,...,y,, SA0 amostras aleatdrias, em que:

y,=a+bx +e, 1=1,2,..,n,

e, la,b,0° ~ N(0,0°)—

P(yla,b,0°) = H\/iexp{

-

\_

OBS.:

0=[a,b,0°]

J

N la,b,0° ~ N(a+bxl.,0'2)

l.—(a+bxl.)]2}

g
P(yla,b,0%)=2x0%) 2 exp {—

\_

2;2 ZZ::[)’Z' —(a+bxl.)]2}

~

J




2.2. Distribuigao a priori: P(9)

« E a distribuicdo assumida para o pardmetro, independentemente dos dados.
* E por meio desta distribuicio que o pesquisador incorpora o conhecimento prévio a
respeito do parametro a ser estimado (subjetividade).

» Ex. Informatividade baseada em estudos prévios

Observacao: Uma maneira de se obter a distribui¢cao a priori € por meio de meta-anélise

(utilizando estudos anteriores). Considerando um parametro & qualquer:

Referéncias - 0 ~ _ nfln
1 6, _ i
2 6, z S [
8 -
3
N 6, ”
* Estudos semelhantes ao realizado pelo pesquisador.

0.00
|

0 10 20 30
O objetivo € plotar um histograma verificando qual a distribuicdo formada pelos

@'s e assumi-la como sendo a distribui¢do a priori de .

OBS. Pode-se ajustar uma distribuicao ao histograma Ex. Gama(2,3)



OBS. Em estudos prospectivos a distribuicao a priori pode ser usada como um mecanismo
de atualizacdo de informacao (atualizacdao do conhecimento).

12 analise:
P@1y,)< P(y,|0)P(6) Atualizacdo: Distribuicdes a posteriori tornam-se dist.
22 analise: a priori em novos estudos.

P@ly,)< P(y,16)P(01y,)

OBS. Caso nao se tenha nenhuma informacao prévia, pode-se utilizar uma distribuicao a
priori nao informativa.

Theor Appl Genet
DOI 10.1007/s00122-013-2089-6

ORIGINAL PAPER

Bayesian inference of mixed models in quantitative genetics
of crop species

Fabyano Fonseca e Silva - José Marcelo Soriano Viana -
Vinicius Ribeiro Faria - Marcos Deon Vilela de Resende
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2.2.1. Classificacao de Dist. a priori quanto a informatividade
2.2.1.1. Dist. a priori informativas

> E aquela que “afeta” a distribuicdo a posteriori, fazendo com que as informacdes nela
contida nao sejam provenientes apenas dos dados (Funcao de Verossimilhanca). Ou
seja, acrescenta uma informacao a mais na analise, a qual nao esta baseada nos dados.

» Quanto menor a variancia da distribuicdo a priori maior é a informatividade presente
nessa distribuicao.

/ muito informativa: alta densidade em torno de 6*

pouco informativa: baixa densidade em torno de 6*

Density
010
l

OBS. A Informatividade é regulada pelos
valores assumidos para os parametros da
distribuicdo a priori, os quais sao
denominados Hiperparametros.

0.05
|

0.00
|

0*: valor esperado a priori (subjetivo) para o parametro de interesse



2.2.1.2. Dist. a priori nao informativas

Density

» Essas distribuicoes fazem com que a distribuicdo a posteriori dependa apenas dos
dados observados (Funcao de Verossimilhanca).

» Dist. a priori ndo informativa “Prdpria”:
* Distribuicao Uniforme:
* Qualquer distribuicao que apresente variancia extremamente grande

o
o

015

Priori ndo informativa: todos os valores para o
parametro sao igualmente provaveis

0.10
I

0.05
I

0.00
|

0 5 10 15 e

» Dist. a priori ndo informativa “Impropria”: geralmente uma constante, como por
exemplo a Priori de Jeffreys

12



2.3. Distribuicao a posteriori: P(61 y)

> E a distribuicdo do pardmetro condicionada aos dados, de forma que toda a inferéncia a
respeito do parametro é feita por meio desta distribuicao.

» Os estimadores bayesianos sdo caracterizados pela média, moda ou mediana desta
distribuicao

» A precisdo dos estimadores bayesiano esta fundamentada na variancia desta distribuicdo
» A estimacdo intervalar bayesiana esta fundamentada nos quantis desta distribuicdo

0.20

A

0 = media, moda ou media

015
l

P@|y)

0.10
\

Intervalo de credibilidade de 95%: quantis 0,025 e 0,975

(Tém-se uma distribuicao par:?

0 parametro, e nao para o
seu estimador (como feito na
' ' inferéncia frequentista

N q )

0.05
l

0.00
|

D> >
>

oS

inf e0,025 sup e0,975 .



3. Inferéncia Bayesiana Uni-paramétrica

Exl. Assumindo: y, ~ Poisson(A) e A ~ Gama(a,b) .

Funcao de verossimilhancga:

e (Qual é o estimador bayesiano?

Se X ~ Gama(a,b) — E(X) =%.

, 2vita
Desta forma, E(A1y) :b_*: i=1

n+b

P(ylﬂ)=f[P(y,~|ﬂ)=en— ;

Hyi!

i=1

Distribuicao a priori:

ba

P(A) = Ae™

I'(a)

Portanto, a distribui¢fio a posteriori é dada por: P(A1y) e P(ylA)P(A) {\

2 viacl —nA-bA 2(; yi+a)_le—(n+b)/1

i)’i
P(Aly) o< e™A7 A7 o A7 e o<

a

Tome a = Zn:yi +aeb =n+b, Dist. a posteriori

i=1
P(A1y) o A% e => Nicleo da f.d.p. Gamma: /

Aly ~Gama(a ,b’) ou [ﬂl y ~ Gamma()_y, +a,n+b) ]
i=1

14




4. Inferéncia Bayesiana multi-parameétrica

» quando dois ou mais parametros precisam ser estimados.

y. ~D(0),sendo 0=[6 ,6,]' e P(y,) af.d.p.de D(0).
P(yl0)= H P(y.) € afuncdo de verossimilhanca
i=1

P(6) é dist. a priori do parametro 6, .
P(6,) adist. priori do parametro 6, .

Assim, a distribui¢ao a posteriori € dada por:
P(y16,,6,)P(8,,6,)
P(y)

/em que P(y)=[[P(y16,.6,)P(6)P(6,)dsds,.

[ P(6,.6,1y) = < P(y| 91,92>P<91>P<92>,]
/

Distribuicao conjunta a posteriori 15



Distribuicao conjunta a posteriori € multi-dimensional

\ Ex. Situacédo envolvendo 2 parametros (8, e 0,)

P(6,,6,1y)
0.15 ay
=
0.1 <
0.05
e Como obter o estimador bayesiano de 6, ?
TS . . =
Distribui¢do marginal a posteriori 8,: P(6,1y) = IP(@,HZ ly)do, =
<

e Como obter o estimador bayesiano de 6, ?

Distribui¢cdo marginal a posteriori 8,: P(6,1y) = .[ P(6,,0,1y)do,

020

0.15

0.10

005

0.00

0.20

015

0.10

0.05

0.00

T
15

D2 A
—

D> 3 A
[\)

16



Generalizando para p parametros obtém-se:
Func¢do de Verossimilhanga: P(y186.,6,,..., Hp) :
Distribuigdes a priori: P(6),), P(6,),...,P(6,).
Distribui¢cdo conjunta a posteriorti:
P(6,.0,,...0 1 y)< P(yl6,0,,..,0 )P(6,)P(6,)...P(0)) .
Inferéncia Marginal (Distribui¢cdes marginais a posteriori):

Marginal de 6,: P(6,1y)=[[...[ P(8.6,....6,1y)db,.d8,.

Marginal de 6,: P(6,1y)=[[...[ P(8,.6,.....0 1 ¥)d6,..d8, .

Marginal de 6, :P(6, | y)=[[..[ P(6,.6,.....6, | y)d6,d6,.d6, ,
= =

Problema: na maioria das vezes é impossivel obter solucao analitica

]




Motivacao: exemplo analise bayesiana de uma regressao LASSO, com m=60000 SNPs em GWS

e Distribuicao a posteriori (Teorema de Bayes)' POlY) a P(YI0)P(0)
P(a,7,\0.ly) < P(yl 2,700 )HP(a EA )HP(I | XZ)P( A*)P(c2)
——l e

Posteriori verossimilhanca o1 - N "  priori A’ priori o2
priori a; priori Tiz
j [[.-[[[P@zrclly)d, .. d,d,d,
.” “. J..”P(a A0 Iy) da dys-..d, d -d,,d d Como resolver estas
integrais??
(a,ly) “. “. “.J.P(a‘r 0.1y) d,d,... ..d, dxdsg Impossivel!!!
Solugdo: amostrar valores das
vly)e [..[[..[[[P@zrclly) d,...d, d, ...d dd, marginais a posteriori de
) forma indireta por meio de
y) e ”---”-~-I”P(a,f,h0§|y) dg...d, d -Hdrmdxdcg amostras das distribui¢des

condicionais completas
(MCMC)

P(aly)e [[...]]. ”J.P(a‘rkcly)dal d,dd,

P(uy) e [..[[..[[[P@zrolly) d,, .. d,d,

P(ally)e< [..[[...[[[P@rolly) d,, .. ..dmdX

18



5. Algoritmos MCMC (Cadeias de Markov via Simulagao Monte Carlo )

> A técnica de gerar valores de uma distribuicdo de probabilidade é chamada de
simulacao Monte Carlo, e quando tais valores sdo gerados sob um processo (cadeia)
de Markov, tem-se o MCMC.

» Em inferéncia Bayesiana, métodos MCMC visam gerar valores aleatérios das
distribuicbes marginais a posteriori, de forma que apos a geracdo de uma grande
quantidade destes valores (se N-> infinito), pode-se assumir que se conhece tais

distribuicoes (evita a resolucdo das integrais multiplas relatada anteriormente)

> Estes valores das dist. marginais a posteriori sao gerados indiretamente por meio
de uma nova classe de distribuicao, denominada distribuicao condicional

completa a posteriori — D.C.C.P. (serdo vistas detalhadamente)

»Para obter a D.C.C.P. de um certo parametro, basta simplesmente assumir que

todos 0s outros parametros sao constantes na distribuicao conjunta a posteriori

19



> Distribuicao condicional completa a posteriori — D.C.C.P

P(6,,6,,6,1y) = P(y16,6,,6,) P@)  P@©,)  P@©)

v v . . . . . . . . .
Dist conjunta a posteriori Fun. Verossimilhanca Dist a prioride 6  Dist a priori de 6, Dist a priori de &

- D.C.C.P. para 0,
P61y,0,,0,)< P(yl6,0,6,)P(6) 0P < P(y16,.,0,,6,)P(6)\ Tém-se o produto da

apenas termos que contenham 6, funcdo de veros. pela

« D.C.C.P. para 92 dist. a priori de cada um

3 dos parametros!
P6,1y,6.0,)l< P(yl6,6,,6,)P(6,) @(HI)P(%) < P(yl6,6,,6,)P(6,) Este produto resulta na
f.d.p. de uma dist. de

h'd
apenas termos que contenham 6,

* D.C.C.P. para 6,

PO.1y.6,0)k P(y16,.6,,6,)P(6,) @o(el)pwz) o<\P(y | 491,492,493)13(493))

h'd
apenas termos que contenham 6,

prob. conhecida?

Se a D.C.C.P. de um certo parametro permitir identificar o nucleo (forma basica) de uma dist conhecida
pode-se utilizar o algoritmo Gibbs sampler, caso ontrario, deve-se optar por um algoritmo mais
camplexo, como o Metropolis-Hastings

A

Esta identificacao constitui a parte mais trabalhosa de uma analise bayesiana: requer um grande
conhecimento de distribuicoes de probabilidade e de recursos matematicos (completamento de
quadrados, leis de integracao e de derivacao, propriedades de funcoes)

20



> 5.1 Algoritmo Gibbs Sampler:

Utilizado quando se tem uma D.C.C.P cujo nucleo pode ser identificado como sendo
0 nucleo da f.d.p. de uma dist de prob. conhecida
Notacao: 6, (parametro i, i=1,2,...,p, na iteragao k, k=1,2,...,N). OBS. t=0 repersenta valores iniciais

_ D.C.C.P.de 6
Gera-se 6,(1) de P(6,/6,0, 8,0, ..., 6,0, Y)— 1
-~ DCCP.ded,

Gera-se 6, de P(6,/6,(, 850, ..., 6,9, Y) _

lteracao1 —

Gera-se 6, de P(6,]6,"), 6.V, ..., 6,7V, Y)— D.C.C.P.de 6,

— o D.C.C.P. de 6,
Gera-se 0,4 de P(6,/6,7), 657, ..., 6,1),'Y) D.CCP do B OBS.:
€ U,  Valores gerados
teracio? | Gera-se 6,2 de. P(6,/6,2), 51, ..., p(1), y)— _ diretaments por meio

de dist. conhecidas
(simulacao Monte

Gera-se 6,2 de P(6,/6,2, 6,2, ..., 6,,@,Y)— D.C.C.P.de 6, garlo)
— D.C.C.P. de 6,
Gera-se 6,V de P(6,/6,N", 6;NV, ..., N1, 'Y,
D.C.C.P.de 6
Gera-se 6,V de P(6,/6,), 8;N7), ..., §,N7),Y) — _ °

lteracaoN

| Gera-se 6,V de P(6,/6;, ;M ..., 6,4, Y) _—" D.C.C.P.de g, 5



> Algoritmo Gibbs Sampler:

Ao final do processo (quando k=N), o tem-se a seguinte estrutura de valores gerados:

Iteragdo 0, 0, e,
1 0 (1) 0 (1) 0 (1)

W i i OBS. Em cada coluna, tem-se

2 % % % um conjunto de valores

gerados (cadeia) para cada
um dos parametros (6,)

= 5
= 8
3 T
4 2
2 Se N——
0, o
1 — e
.2 =
. Dist. marginal a
-84 . , , posteriori de 6, =
1 387 773 1159 1545 1931 2317 2703 3089 3475 3861 4247 4633 _

Iteracoes

OBS. Trata-se de um algoritmo iterativo, portanto faz-se necessario verificar a
sua convergéncia (avaliar se realmente N tende ao infinito, se as amostras
sao independentes e se a cadeia de markov esta em equilibrio)

22



> 5.2 Algoritmo Metropolis-Hastings:

« Utilizado quando se tem uma D.C.C.P cujo nicleo NAO pode ser identificado como sendo o
nucleo da f.d.p. de uma dist de prob. Conhecida

» O algoritmo baseia-se entdo na utilizacdo de uma distribuicdo CANDIDATA para gerar valores
das D.C.C.P , portanto tem-se um processo de geracao de valores das D.C.C.P indiretamente por
meio de distribuicées candidatas

Gibbs Sampler
D.C.C.P.de 6 ;
Gera-se 0,(") de P(6,/6,9, 6,9, ..., 6,0, Y)— 1 OBS.: _
D.C.C.P.de 6, Valores gerados diretamente por
Gera-se 6,2 de P(6,/6,", 057, ..., 8,7, Y)/ meio de dist. conhecidas

X (simulacao Monte Carlo)
- D.C.C.P. de 6,
Gera-se 6,N) de P(6,/6,N"), 6;N1), .., §,N7), Y

Metropolis-Hastings

Gera-se 6, de uma dist candidata, testa-se se o valor gerado pode ser considerado uma amostra D.C.C.P

« se sim: considera-se 6, como sendo o valor gerado para 6, na iteragao k

* se nao: considera-se 6,% = 6,k (ou seja, o valor gerado no iteragdo k é o mesmo valor da iteragao anterior)

Faz-se o mesmo para cada parametro!!! OBS.: o
Valores gerados indiretamente

por meio de dist. Candidatas

(simulacao Monte Carlo) -



» Algoritmo Metropolis-Hastings:

Alvo (D.C.C.P): nao se caracteriza como uma dist de prob conhecida
Candidata

Densidade da D.C.C.P de 6 ao substituir o
A valor de 08 pelo valor gerado na iter k (atual)

a®=min| 1 P(0®ly, demais parametros)
"P(0*"ly, demais parametros)

Densidade da D.C.C.P de 8 ao substituir o valor
de O pelo valor gerado na iter k-1 (anterior)

® Se o >u® aceita-se 0% (pertence a dist alvo) [ 0® ~ U[0.1) ]
~ . ~ 9

® Se 0 <u® nao aceita-se 0% (gera-se umnovo valor)

B N

T S

Dist. marginal a
posteriori de 6

0.2

o1

123 4 100000

Iteracoes 24



> 5.3 Verificacao da convergéncia: algoritmos MCMC
sdo algoritmos iterativos, sendo necessario avaliar a convergéncia

- Numero de iteracoes
-“Bur-in” (eliminagéo das primeiras iteracgoes)
- “Thin” (intervalo de amostragem)

Critérios: Geweke (1992), Gelman e Rubin (1992), Raftery-Lewis (1992b) e
Heidelberg e Welch (1983)

Protocolo de avaliacao: combinacio de varios métodos (Nogueira, 2004)

1- aplicar Raftery e Lewis em uma amostra piloto e determinar o tamanho ideal

2 - monitorar a convergéncia pelos critérios de Raftery e Lewis, Gelman e Rubir
(cadeias multiplas!!!), Geweke e Heidelberger e Welch.

Coda(Convergence Diagnosis and Output Analysis)
BOA(Bayesian Output Analysis )

Software R

25



> Principais referéncias sobre algoritmos MCMC

Casella, G.; George, E. (1992) Explaining the Gibbs sampler.
The American Statistician 46 (3): 167—174. doi:10.2307/2685208

Chib, S.; Greenberg, E. (1995) Understanding the Metropolis-Hastings Algorithm.
The American Statistician 49 (4): 327— 335. doi: 10.2307/2684568

Smith, B.J. (2007) boa: An R Package for MCMC Output Convergence
Assessment and Posterior Inference. Journal of Statistical Software, v.21, Issue 11

Tewrs im Stamstical Scienor |

Markov Chain
Monte Carlo

Stochastic Simulation for Bayesian Inference

Gamerman, D.; Lopes, H.F. 2006 Markov Chain Monte
Carlo: Stochastic Simulation for Bayesian Inference.
Second Edition. Chapman & Hall/CRC.

Dani Gamerman and Hadibert F. Lopas

.H-' srian fa Halb R
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6. Inferéncia Bayesiana: modelo de regressao linear simples

iid iid
y,=a+bx +e, el.~N(O,O'2)%yi~N(a+bxi,0'2)
p(y)= ! exp{ —(a+bx,) ]}
) P

[ n —-n n
p(yiab.c’)=[]r(y)=(c")? exp{— 2;2 Z[yi—(mbxi)T}J Fungéo de verosimilhanga
\ i=1 i=1

r

Dist. a priori ndo informativas
2 2 2
a~Ula,a,], b~Ulb.b], o ~Ulo},0;] ] (Dist uniforme: constantes)

.

7

p(a.b,o’ly)< p(yla,b,0”)pla)p(b)p(c®) = p(yla,b,c’ )] Teorema de Bayes

\.

» Dist. conjunta a posteriori

p(a,b,0'2 Iy)oc (0'2)_2’1 exp{

S -(a+h)] }

n

p(a,b,O'2 | y) o (0'2)_2” exp{— 2(1)_2 Z[}’,z -2y, (a+bxi)+(a+bxi)2:|}

i=1
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p(a,b,0'2 Iy) o (0'2)7

1 n
exp {_ o Z[ylz —2y.a—2by.x, + a’+ 2abx, + bzxf]}

2
i=1

s ) ()’

207 | o

n exp{— 12 {Zn: yl.2 —2a2 V; —2b2 VX, +na’ +2ab2xi +b22x3}} J

» D.C.C.P. paraa

p(a,O'z,ny)cx (0'2) 2

p(alb,az,y)oc exp{—2

p(alb,az,y)ocexp —

p(alb,O'Z,y)cx exp< —

2 *
O'ak\

nex _ N
P 20'2\[,~

®

! > {—Zazn: y, +na’ + 2abi X
o i=1 i=1

| N
;;/—4
\ J
~

> o< exp{—

J—

™

K OBS.
a* =2ak +k* k> =(a—k)" -k

Gibbs ou MH?

2;5* la-p, ]Z} /

alb,c’,y ~N(u, 0. )



> D.C.C.P.parab

19(az,0'2,bly)<><(0'2)7 exp

2b2yx +2ab2x +b22x

2 OBS.
” o) (2 2

(bla o’ y)ocexp

(bla o’ y)ocexp

2
p(bla,c?,y) e expd— ! k[b—— o< expl———k b . OBS. « 11 1
20° k 206> 2001 20°
ko k
02, * < .
Mp
1 72 Gibbs ou MH?
P(b'a,ﬂz,y)“exp{_ﬁ[“—ﬂb] }
b

y

bla,o’,y ~ N(u,,0, )

28



» D.C.C.P. para o2

pla.c? b13)=(0*) expl--L

) o+ 1 1 .
plo*lab.y)e(o?) eXp{_?'B } /" oBS.: para todos os )

parametros tem-se
D.C.C.P. conhecidas,

Gibbs ou MH? portanto, deve-se
utilizar o algoritmo
Gibbs Sampler

- /

o’ la,b,y~Gl(a,[ )
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> Algoritmo Gibbs Sampler

;yi _b;xi o>

alb,o’,y ~N(i,,6. )~ N|- =

n n
/OBS.: \
(Z”:y.x._az”:x.j Notar  dependéncia
) . e e B entre os parametros!
bla,o".y ~N(l,,0, )~ N o & Ao gerar valores
Zx,- Zx,- aleatorios destas

distribuicbes tem-se
um processo iterativo
de atualizagcao

S Ty—(a+bx)T - /

o’lab,y~Gl(ar ., )~GI|— + 1,2
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> Algoritmo Gibbs Sampler

1° lteracao

a" b0, 62y~ N| i

1 1 2(0
b 1a®, 62y~ N

0-2(1) Ia(l),b“),y ~GI

n n
(0)
z y;—=b z X 200
i1 i O
b

n n

(i YiXi — a" ixz}
i=1 i=1
i=1

0_2(0)
b

n

2
X

i=1

S - (a®+50%)]

—+1,=
2

a(k) |b(k_1),0-2(k_1),y - N i=1

b(k) Ia(k),az(k_l),y -

0-2(k) Ia(k),b(k),y -

2° lteracao

a?1b0, 620,y ~ N|

b2 1a?, 6"y~ N

0-2(2) |a(2),b(2),y ~GI

ke lteracao
z Vi b Z X; PRIC)

n n

(i YiXi — a ixz}
i=1 i=1

N

(o)

n

Z [)’i _ (a”‘) +50x )T

G| L 41,2
2 2

n n
©)
z y,—b z X 20
i=1 i=l o
b

n n

(i YiXi — a? i xi}
i=1 i=1
i1

O_Z(l)
b

n

2
X

i=1

n

S -(a® +52)

— + 1,2
2
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> Algoritmo Gibbs Sampler

6 ’Q
: Dist. marginal a =
a o posteriori de a =
2 3
-4
-6
-84 r T T .
1 387 773 1159 1545 1931 2317 2703 3089 3475 3561 4247 4633
Iteracoes
~_
6 -~
H Dist. marginal a o
o . . o’
b . posteriori de b _
2 )
-4
-6
-84 r T T T
1 387 773 1159 1545 1931 2317 2703 3089 3475 3561 4247 4633
Iteracoes
—_—~
e
Dist. marginala o
o2 posteriori de o2 Y

2

(L T L

1 387 773 1159 1545 1931 2317 2703 3089 375 3861 4247 4633

Iteracoes
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x=seq(10,100,5)

n=length(x) #numero de observacdes
set.seed(12345) #fixando semente aleatdria
y=15 + 2.5*x + rnorm(n,0,sqrt(10))

#componentes das DCCP

soma_y=sum(y)
soma_x=sum(x)
soma_x2=sum(x”2)
soma_xy=sum(x*y)

#Gibbs sampler
Niter=50000 #numero de iteracoes

a=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de a
b=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de b
sig2=matrix(0,Niter,1) #vetor que vai armazenar valores de sig2
mu_star_a=matrix(0,Niter,1) #media da DCCP normal para a
var_star_a=matrix(0,Niter,1) #var da DCCP normal para a
mu_star_b=matrix(0,Niter,1) #media da DCCP normal para b
var_star_b=matrix(0,Niter,1) #var da DCCP normal para b
alfa_star=matrix(0,Niter,1) #alfa da DCCP gama inv para sig2
beta_star=matrix(0,Niter,1) #beta da DCCP gama inv para sig2



for(i in 1:1) #valores iniciais para os parametros

{

ali]=10

b[i]=5
sig2[i]=20

}

for(i in 2:Niter)
{

#cond completa posteriori de a (algoritmo GS)
mu_star_ali]=(soma_y-b[i-1]*soma_x)/n
var_star_ali]=sig2[i-1]/n
alil=rnorm(1,mu_star_ali],sqrt(var_star_ali]))

#cond completa posteriori de b (algoritmo GS)
mu_star_b[i]=(soma_xy-a[i]*soma_x)/soma_x2
var_star_b[i]=sig2[i-1]/soma_x2
bli]l=rnorm(1,mu_star_b[i],sqrt(var_star_DbJi]))

#cond completa posteriori de sig2 (algoritmo GS)

alfa_starl[i]= (n/2) +1

beta_star[i]= sum( (y-(a[i]+b[i]*x))"2)/2

library(MCMCpack) # funcao de geracao de valores aleatérios da gama inversa
sig2[i]=rinvgamma(1,alfa_star[i],beta_star]i])

}

result=cbind(a,b,sig2)

colnames(result)=c("a","b","sig2") #usar pacote boa para inferéncia



